A binomialis egyttthatok nehany tulajdonsaga
Osszedllitotta: Juhdsz Tibor

n!

A tovéabbiakban az (Z) = X!

kifejezést binomidlis egyiitthaténak nevezziik (1 < n, 0 < k < n, egész sza-

mok). Az elnevezés eredetét 1asd példaul a Wikipédiaban.

A binomidlis egyiitthatok értékeit n = 8-ra és n = 9-re szemlélteti az aldbbi tablazat, illetve a diagramok.
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Figyeljiik meg, hogy (Z) = (n f k)’ példaul (g) = (g), vagy (3) = (3) stb.

A binomidlis egyiitthatok értéke n = 8 esetén k = n/2 = 4-ig n6, majd innen kezdve csokken. A maximumot
k =4-nél érik el. n =9 esetén (n—1)/2 = 4-ig nének, (n+1)/2 = 5-t61 pedig csokkennek. 4-nél és 5-nél viszont
megegyeznek egymassal, és itt maximalisak.

Az aldbbiakban ezeket az észrevételeket fogjuk bizonyitani.
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A bizonyitast kozvetleniil megkapjuk, ha mindkét oldalra felirjuk a binomidlis egylitthatk definicidjat.

B (2 1) = () wim

Bizonyitds
Fejezziik ki az (|, " )-etaz (], ) segitségével! Ehhezaz (| " | ) definicicjdban végezziik el a kovetkezd
atalakitast:
( n ) _ n! _ n!
k=1 (k-DI-n—k+1)! (*k-D'"n—k+1)-(n—k)
Bdévitsiik a jobb oldalon 4lI6 tortet k-val, majd rendezziik 4t az alabbi médon. Kézben kihasznéljuk, hogy
k-(k—-1)! = k!

noy _ k-n! _ n! _ k
(k—l)_k-(k—l)!-(n—k+1)-(n—k)!_k!-(n—k)! n—k+1

A jobb oldali szorzat elso tényezoje (Z)—Val egyenld, igy megkapjuk a tétel allitasat:

()= () s
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C)Osksgesetén: (k1_11)<(n) és gskSnesetén: (k21)>(n)

k k

A tételt roviden gy is megfogalmazhatjuk, hogy rogzitett n-re k < g—ig a binomialis egyiitthatok szigorian
monoton novekvo, k = g esetén pedig szigortian monoton csokkend sorozatot alkotnak.

Bizonyitds

2

Hasonlitsuk 0ssze az ( k ﬁ 1) és az (Z) értékét!

a) Milyen k értékekre lesz az ( ) kisebb, mint az (Z) ?

-
Az elézs wétel szerint (1) = (1) - . fey

(")<() e n_kTHq & k<n—k+1 & 2k<n+1 & k<nJ2r1

Mivel a k és az n pozitiv egész szamok, ez utébbi egyenlbtlenség ekvivalens a k < g egyenldtlenséggel. (Pél-

daul k = 4 és n = 8 esetén: k < % = 4,5, tehat k <

N | co

= 4. k=4ésn=9esetén: k < 2= =5, tehat legfel-

jebb 4 lehet. Ezért teljesiil a k < g = 4,5 egyenl6tlenség is.)

Ezzel bizonyitottuk, hogy 0 < k < g esetén: (k f 1) < (Z)
b) Milyen k értékekre lesz az ( k f 1) nagyobb, mint az (Z) ?

Az a) részbdl és az (Z) = (n f ) osszefiiggésbol kovetkezik, hogy % < k < nesetén: ( k z 1) > (n)

k k

Javasoljuk az Olvasonak, hogy ezt az egyenlétlenséget az a) részhez hasonlé médon is bizonyitsa be.

n
D) Adott paros n esetén a binomialis egyiitthatok maximalis értéke (n /2), paratlan n-nél pedig

((n —n1)/2) = ((n +n1) /2)'

Ez azt jelenti, hogy péros n-ek esetén k = n/2-nél, paratlan n-ek esetén pedig k = (n—1)/2-nél és k = (n+1)/2-
nél lesz maximalis az egylitthatok értéke.

Bizonyitds
A C) tétel kimondja, hogy a binomidlis egyiitthatok értéke k; < % esetén szigorian monoton nd, % < k, ese-
tén pedig szigordan monoton csokken.
7 n n 7 n n . 7
a) Ha az n péaros, akkor (k1) < (n/Z) és (n/Z) > (kz)' A maximumbhely tehat k = n/2.

. -1 .y 1 ¢
b) Ha az n paratlan, akkor k; < g o k< nT, tovabba k, > g o ky, 2> % Igy:

(1?1) <((n —nl)/z) és ((n +n1)/2) > (1?2)

n-1 _ 2n-n+1 _ n+1 n n

Mivel n — =2 = 227 ™1, tovibbd (Z) - (n n k), ezért ((n N /2) - ((n +"1) /2). A binomidlis

egyiitthatok értéke tehat erre a két k-ra lesz maximadlis (és egymdssal megegyez0):

(1?1) < ((n —nl)/z) = ((n +n1)/2) > (1?2)
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