Relativitaselmélet kdzépszinten

Négyesgyorsulas és négyeserd

A levezetéseknél felhasznaljuk a fiiggvények szorzatanak, tovabbd a hatvanyfiiggvénynek és az
osszetett fiiggvénynek a derivaldsdara vonatkozo szabalyt. A skaldris szorzatra vonatkozo tudni-
valokat a dokumentum végén foglaljuk ossze.
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A négyesgyorsulas

Az alabbiakban a négyessebességet V4-gyel, a négyesgyorsulast pedig as-gyel jeloljik. Az
egyszeriiség kedvéért azonban a harmassebességnél, illetve a harmasgyorsulasnal elhagyjuk a
3-as indexet: v3 =V, a3 = a. Az alahuizas nélkiili d6lt betii a harmasvektorok nagysagat (abszoltt
értékét) jelzi: v = |vs|, a = |as|.

Hatarozzuk meg a térid6ben a testek gyorsuldsat, azaz a négyesgyorsulést!
A négyesgyorsulas definicio szerint megegyezik a négyessebességnek a sajatido szerinti de-
rivaltjaval (a vektorokat komponensenként derivaljuk):

_ dvs

== 1
Y] dt (1)
A 1t =t/y alapjan:
dv
a=y—=" (2)

Mivel va = (y-C, y-Vx, y-Vy, Y'Vz) = (y°C, y-V3) = (y-C, y'V), ezért komponensenként derivalva (a y
fligg az 1d6tol!):

dv, _d(yc, yv) _dy  dy dy

v —a @ T

A masodik komponensnél kihasznaltuk a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat.
A dv/dt tényez6 a harmassebesség id0 szerinti derivaltja. Ez megegyezik a harmas-

gyorsulassal, igy:

(3)

g =

dv, dy dy
—_ = — —_ . 4
dt (dt o Lty 2) @)
A dy/dt-t az 6sszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan hatarozzuk meg (a y fiigg a v-tél,

a v pedig a t-t6l):

dy dy dv
v dt )
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Lassuk eldszor a dy/dv-t! Mivel

d 1 v¥\ 2 —2v v
d_1=_§<1__> el AV B (7)

A dv/dt meghatarozasanal tigyeljiink arra, hogy a sebesség nagysdgdt derivaljuk!
Hasznaljuk fel a

v=lvl = w27 = (v y)% (8)

Osszefliggéseket, ahol a vektorokat skaldrisan szorozzuk &ssze. Ennek alapjan, alkalmazva a
szorzat- és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat (a v fligg az id6t6l!):
dv 1 ( 2)_% (dy N dy) ©)
at 2" at ~ " T dr
A zarojel elotti tényezo az alapfiiggvény derivaltja, a zardjelben 1€évo 0sszeg pedig a belsd
fiiggvény derivaltja, de a v-v forma alapjan. Mivel dv/dt = a, igy

dv 1 (a-v+ )_22'3_2'9 "
dt = gy @ytvia) = === (10)
Osszesitve az eddigieket:
dy dy dv_ ., v v-a ,v-a
dt v dac Ve s Ve (11)
Ezért
dv, dy dy ; vra ., v-a
— = —- —_ . — == = . 12
7 (dt ¢ = z+va) (v YT y+ya) (12)
A négyesgyorsulas tehat:
dyy ; V2 v-a
§4—YE—Y(Y =Y -C—z-y+v'§) (13)
v-t kiemelve:
_2(y2. 22 2 Y2
=y (v - Y2 y+§) (14)

ahol a vektorokat skalarisan szorozzuk Gssze. A harmasvektorokat ismét a 3-as indexszel je-
161ve:

V3 -as V3 -as
—2(2.23 < 2. X3 &
ag =Y (Y T Y 2

‘vzt ag) (15)
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Specialis esetek

A négyesgyorsulasra vonatkozoan vizsgaljunk meg két specialis esetet!
Elészor tekintsiik a t idépillanatban azt a vonatkoztatasi rendszert, amelyhez viszonyitva a
test pillanatnyi sebessége éppen 0, azaz vs = 0. Ekkor:

1 1

Ay = y? (0, 23) = (0: _33) (17)

Azaz a négyesgyorsulasnak ebben a pillanatban nincs idébeli komponense. Ezt az eredményt
felhasznaljuk a Relativisztikus dinamika — 1. videdban.

Egy tetszbleges inerciarendszerben pedig, ha a harmassebesség és a harmasgyorsulas mer6-
leges egymasra, akkor a skalaris szorzatuk vs-as = 0. Ezt (15)-be beirva:

as =v?(0, a3) = (0, y?a3) (18)

Az egyenletes kormozgasnal példaul a centripetalis gyorsulas nagysaga a klasszikus fizika
szerint |as| = v?/r, ahol v a keriileti sebesség nagysaga, az r pedig a korpalya sugara. A relativi-
taselmélet alapjan azonban a centripetalis gyorsulasnak (a négyesgyorsulas térbeli komponen-
sének) a nagysaga:

vi/r
Acp = Y2|§3| = 2 (19)
-z

Ez pedig y2-szer nagyobb, mint a klasszikus fizika v?/r értéke. Ez utobbi képletnek megfelelden
a centripetalis gyorsulas maximalis értéke c?/r lehetne (v = ¢ esetén), mig a relativisztikus dsz-
szefliggés szerint a sebesség novekedésével a gyorsulas a végtelenhez tart (egyre nagyobb erd
sziikséges a kormozgas fennmaradasahoz!).

A négyessebesség és a négyesgyorsulas irdnya

A négyesgyorsulds mindig merdleges a négyessebességre. A specialis eseteknél emlitett vo-
natkoztatasi rendszerhez viszonyitva (vz = 0, y = 1) példaul:

ve =Y(c, 0,0,0)=(c, 0,0, 0) (20)
§4 = YZ(O' 93) = (Or Ay, ay' az) (21)

fgy a skalaris szorzat:
Vsraa=c-0-0-a,-0-a,—-0-a,=0 (22)

amit a négydimenzios téridében is gy értelmeziink, hogy a két vektor merdleges egymasra.

A merdlegességet a vonatkoztatasi rendszertdl fliggetleniil szintén konnyen igazolhatjuk.
Derivaljuk ugyanis a Va-V4 skaléris szorzatot a T sajatido szerint. A hatvanyfiiggvény derivalt-
jara vonatkoz6 szabaly alapjan:

d d 2 dv,
—(vy vy) =—(vy) =2vy,—— 23
dt (—4 —4) dt (—4) —* dt (23)
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A V4-V4 skalaris szorzat éppen a Va negyessebesseg nagysaganak a négyzete, amelyrol tud]uk
hogy a fénysebesség négyzetével egyezik meg?. A dva/dt viszont éppen a négyesgyorsulas. Igy:

d d
—= (V4 va) = 5= (c?) = 2v4 - a4 (24)

A fénysebesség azonban idOben allandd, az id6 szerinti derivaltja 0. Vagyis:
0=2v4ray = Vv4ra,=0 (25)

A skalaris szorzat 0, tehat a V4-és az a4 vektorok merdlegesek egymasra.
Erdemes felirni a skalaris szorzatot a komponensek felhasznalasaval is. Elhagyva a
harmasvektoroknal a 3-as indexet:

v, = (ye, yv) (26)
v+a v-a
ay = (v‘*-‘c—‘. y“-‘c—z‘-yﬂza) (27)
Ve as = VS vea—vS ey y3ey
Var3g =Y rvra-y Tvovoyiov-a (28)

Az egyenlet jobb oldaldn v3v-a-t kiemelve, és kihasznalva, hogy v-v = v2:

2
y4'§4=v3-y-a<v -V’ ——1> (29)
A zardjeles kifejezésben koz6s nevezdre hozva és 0sszevonva:
2 2 2 2
T e e ps-
2 _ 2 c c c c
y—y —2—1: 2— 2— 2: 7 :0 (30)
c v % v v
1-— 1 P 1 2 1- 3
adodik. Igy:
Va3, =0 (31)
A két vektor skalaris szorzata 0, vagyis a két vektor merd- ct

leges egymasra. Ezzel teljesen altalanosan bebizonyitottuk al-
litdsunkat.

A mechanikabol ismeretes, hogy a sebességre merdleges
gyorsulas a sebesség nagysagat nem valtoztatja meg, csak az
iranyat modositja. Ezért a merdlegességre vonatkozo eredme-
nyiink teljesen 0sszhangban van azzal az allitasunkkal, hogy a
téridoben a testek allandd nagysagl sebességgel mozognak,
amely a fénysebességgel egyezik meg. A térbeli sebesség val-
tozasa a tériddben a négyessebesség nagysagat nem, csak az
iranyat valtoztatja (azaz elfordul a téridében).

A sebesség a haromdimenzios térben a v = dr/dt definicio-
nak megfelelden a palyagorbe érintdjének irdnyadba mutat (a
hurok hatéarhelyzete). Hasonldé modon, a téridében a Va4 =
dra/dt négyessebesség a vilagvonal érint6jének iranyaba mu-
tat. A ra merdleges négyesgyorsulas nagysaga éppen a vilag-
vonal gorbiiletét jelzi, iranya pedig a gorbiileti k6zéppont (a
simulokor kozéppontja) felé mutat.?

X

A sebesség és a gyorsulds
a téridében

1 Lasd https://youtu.be/YX7TRhVOLH0?t=1225
2 Lasd https://youtu.be/4-HC60Kuch4?2t=991
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Newton 2. torvénye

Newton 2. térvénye a klasszikus fizikaban az erdt és a gyorsuldst kapcsolja 0ssze: F = ma.
Mivel nem ismerjiik a torvény relativisztikus alakjat, ezért az erét a lendiilet id6 szerinti deri-
valtjaként irjuk fel (az erOhatds a lendiiletet valtoztatja). A tovabbiakban csak harmas-
vektorokkal foglalkozunk. Ezért elhagyjuk a harmasvektorokat jelz6 indexeket:

dp d(ymv)  d(yv)
ac . dt . "V ar

A derivaltat mar a négyessebesség derivalasanal meghataroztuk (last a térbeli komponenst),
igy:

F= (32)

dy dv s vV-a
= _ =] = = . 33
E m(dt vty dt) m(v 2 Yty a) (33)

(a vektorok kozott skalaris szorzast végziink). Kissé atrendezve megkapjuk Newton 2. torvé-
nyének relativisztikus formajat:

F=—(v-a)-v+ym-a (34)

Szemléletesebb egyenlethez jutunk a kovetkezd atalakitassal. Bontsuk fel a (harmas)gyor-
sulast a sebességgel parhuzamos, illetve arra meréleges komponensekre: a = a1 + aj. Mind
tudjuk, két, egymasra merdleges vektor skalaris szorzata 0, ezért:

via=v-(a +a)=v-a+ya =va (35)
0

Mivel az ay parhuzamos a v-vel, a (v-a)-V vektor nagysaga V2 ay, és az a (vagy a V) irAnyaba

mutat. Igy:

(v-a)-v =1 (36)
Az er6 tehat:
3
y’m
F= -z v?a +ym-(a; +a) (37)
vagy, kissé atrendezve:
v3m v3mv?
F=— vl +ym-(a, +a)) = s—+ym|)a +yma, (38)
c c
5 v: 1
F=v’m c_2+}7 a, +yma, (39)
v? v?
F=vy’m (C—z +1- g) ay+yma, (40)
fgy a harmaseré:
F =vy3ma, + yma, (41)

A sebességgel parhuzamos Fy, illetve a sebességre merdleges F1 Osszetevok az gy, illetve az
a. tagokbol adédnak:

Ey =v’ma, (42)

F, =yma, (43)
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Régebben a y®m-et longitudinalis (parhuzamos) toémegnek, a ym-et pedig transzverzalis (me-
rOleges) tomegnek nevezték, utalva az erékomponenseknek a sebességhez viszonyitott ird-
nyara. Ezek az elnevezések azonban (szerencsére) kimentek a divatbol.

Figyeljiik meg, hogy ha v < ¢, akkor y ~ 1, ezért a (41) egyenletbdl visszakapjuk Newton 2.
torvényének a klasszikus fizikaban érvényes alakjat:

F~ma +ma, =m(a+a,)=ma (44)

Specialis esetben, ha a sebesség az X tengely iranyaba mutat (tovabba v || aj), akkor (41)
alapjan:

E, = y®ma, (45)
E, = yma, (46)
E, = yma, (47)

Ezekbdl az egyenletekbdl a gyorsulas koordinatai konnyen kifejezhetdk. Vegylik észre, hogy a
¥ szorzotényezd miatt a gyorsulasvektor koordinatai fiiggnek a sebességtol!

Bizonyités nélkiil megjegyzem, hogy a négyeserd térbeli komponense a harmaserd y-szoro-
saval egyezik meg, az idobeli komponens pedig a teljesitmény y(F3-Vv3) relativisztikus értékének
c-ed része:

Fz-vs

F,= (Y YEs) (48)

C )
A gyorsulds meghatdrozasa
Fejezziik ki magat a gyorsulasvektort az erétorvénybol!
Szorozzuk meg a (34) egyenletet skalarisan a v vektorral:
3 3
y°m y°m
E-y=-;r'ﬁr§)wﬂ+ﬂmra'z=<7;~v2+vm>éry) (49)

Itt kihasznaltuk a v-v = v? &sszefiiggést (1asd a dokumentum végén), illetve a skaldris szorzat
kommutativitasat, tovabba az 6sszeadasra vonatkozo6 asszociativitasat. Ebbol:

F-v F-v
V=g = (50)
C—Z-v2+ym ym( = +1)
A nevezdben szerepld zardjeles tényezd tagjait kozds nevezdre hozva és dsszevonva:
v? v?
22 =z 1-= 1
y2+1: C o +—CE = - =2 (51)
c % v v
1- =z 1 =z 1- p
adodik. Ezt beirva (50)-be:
E-v E-v (52)
arv= 2,2 =3
ym (y 127 + 1) y'm
Helyettesitsiik ezt be (34)-ben az a-v (vagyis a v-a) helyére:
3 3
Yy m y'm E-v E-v
E=C—2'(Z'E)'!+Ym'§=7'y3—'!+ym'§=C—2'Y+Ym'§ (53)
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Ebbél a gyorsulas mar konnyen kifejezhet6:
1 F-v
a=—(F-=Fv) (54)

Kis sebességek esetén a y = 1, az F
1/c?-et tartalmazé tag elhanyagolhato,
igy természetesen visszakapjuk a
klasszikus mechanika a = F/m egyen-

(e

(|8

letét. LIy

Figyeljiik meg, hogy relativiszti- ym
kusan a (harmas)gyorsulas nem a v v
(harmas)erd iranyaba mutat!® Rendel- - m Fy B
kezik ugyanis egy F/ym erdiranyu, és y3m

egy (E-v)-v/ymc® sebességiranyu , ’ _
komponenssel. A harmasgyorsulas komponensei
A relativisztikus tomeg

A szakirodalomban gyakran talalkozunk a relativisztikus tomeg elnevezéssel, amely defini-
cio szerint:

E('jssz

Myelativisztikus — YM = (55)

c2
A relativisztikus tomeg néha ugyan szemléletessé teszi a magyarazatot, de hibas kovetkez-
tetésekre vezethet, ezért mindenképpen célszeru elkeriilni a hasznalatat.
Mutasson példaul az erd a sebesség iranyaba. Ekkor az F-v skalaris szorzat megegyezik az
eré és a sebesség nagysaganak a szorzatdval, az Fv-v nagysaga pedig F-v2. Igy a gyorsulas

nagysaga (54) alapjan:
1 v Fv?\ F . v\ F (56)
4= Im cz2 ] ym 2] yv3m

F =v3ma (57)

Vagyis:

Ebben az egyszeri esetben tehat éppen nem a ym relativisztikus (transzverzalis) tomeggel,
hanem a y®m longitudindlis toémeggel kell szdmolni, ami értelmetlenné teszi a relativisztikus
tomeg fogalmat. A testek tomege dallando, ugyanaz mindeniitt, mindig és minden sebesség ese-
tén. A képletekben szerepld y szorzotényezot (€s ennek hatvanyait) a sajatido €s a megfigyeld
ideje kozti eltérésnek kell tulajdonitanunk, nem pedig annak, hogy a tomeg értéke kiilonbozik
a két vonatkoztatési rendszerben.*

A tehetetlen tomeg a relativitaselméletben

A klasszikus fizikaban a tehetetlenség a testeknek azt a tulajdonsagat fejezi ki, hogy sebes-
ségiik megvaltoztatasdhoz erdre van sziikség. A tehetetlenség mértékének, a tehetetlen tomeg-
nek a definicidja Newton 2. torvényén alapul:

F
F~a = Mghetetlen = E (58)

3 A négyesgyorsulas mar a négyeserd iranydba mutat: F4 = mas
4 Taylor-Wheeler: Térid6-fizika (Gondolat Kiado, 1974, 179. old.)
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Ez az 0sszefiiggés csak akkor ad a testre jellemzé mennyiséget, ha az eré egyenesen aranyos az
altala 1étrehozott gyorsuléssal.

Mint megmutattuk, a relativitdselméletben nem teljesiil az egyenes aranyossag. A gyorsulas
nemcsak a test (nyugalmi) tomegétol fiigg, hanem a sebességétdl (egyben a vonatkoztatdsi rend-
szertOl) €s az erOnek a sebességgel kozbezart szogétdl. Ezért nem lehet a koriilményektdl fiig-
getleniil, egyértelmiien definidlni egy test tehetetlen tomegét.

Adott erd €s sebesség esetén persze a nagyobb tomegli testnek kisebb lesz a gyorsulésa,
azonban maga a tehetetlen tomeg elveszti jelentoségét és szerepét. A nyugalmi tomeg kapcso-
latban van a tehetetlenséggel, de ez a kapcsolat bonyolult (Iasd Newton 2. torvényének relati-
visztikus alakjat).

Vektorok skalaris szorzata

Két vektor skalaris szorzata a hdromdimenzids térben egyenld a koordinatak szorzatanak az
Osszegével:

V3 a3 = Uy + Vya, + v,a, (59)

A négydimenzios téridében a skalaris szorzatot a Pitagorasz-tételnek megfelelden tigy kap-
juk meg, hogy az id6beli koordinatak szorzatabol kivonjuk a térbeli koordinatak szorzatanak az
Osszegét:

Vy a4 = VQp — (vxax +vya, + vzaz) (60)

A zarojelben szerepld Osszeg éppen a térbeli komponensek haromdimenzios skaléris szor-
zataval egyezik meg, igy a téridében a négyesvektorok skalaris szorzata felirhato

V4'ay = VeQp — V3°az (61)

alakban.

A két vektor mindkét esetben akkor és csak akkor merdleges egymadsra, ha a skalaris szor-
zatuk 0. (A téridében igy definialjuk a merdlegességet.)

Vegyiik észre, hogy mind a hdromdimenzios euklideszi térben, mind pedig a négydimenzios
téridében a vektorok nagysagéanak a négyzete a vektorok négyzetével (onmagukkal vett skalaris
szorzatukkal) egyenld:

2
I3' L3 =T =T T+7y 1+, 1, =12 +17 + 1,7 = |13 (62)

2
=i =rnr— (et ntrnn) = -2 +rr+17) = (63)

ami felirhato

2

2 64
I, T, =1 =17 —r13 =12 =|r,| (64)

alakban is.
Osszedllitotta: Juhdsz Tibor
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