Konnytibavdr fizika

Szamolas realis gazzal

Osszedllitotta: Juhdsz Tibor

A buvarpalackban fellépd 200 bar (esetenként 300 bar) nyomas felveti azt a kérdést, hogy
tekinthetjiik-e ilyen nagy nyomadson a stritett levegot idedlis gaznak. A palackba zart levegd
névleges térfogatit' ugyanis a Boyle-Mariotte torvénnyel szdmoljuk ki, ami csak idedlis ga-
zokra érvényes.

A redlis gdzokra viselkedésére vonatkozéan van der Waals?, holland fizikus irt fel egy ko-
zelité egyenletet:

a
(47
ahol p a gdz nyomdsa (N/m?), V a térfogata (m®), T a hdmérséklete (K), n a mélszam (mol). Az
R az egyetemes gdzélland6 (8,314 J/mol/K), az a és a b pedig a gdz anyagi mindségére jellemzd
van der Waals-dllanddk. Ertékiik a levegére:>
a = 0,150054 Jm*/mol?
b =3,55832-107 m*/mol

Hatarozzuk meg a V bels6 térfogatu buvarpalackba zart levegd Vo névleges térfogatat (po =
1 bar) a redlis gdzok van der Waals-egyenlete alapjan, kiillonb6zo p palacknyomésok esetén! A
homérsékletet dllandonak tekintjiik.

A palackba zart levegd részecskeszama nem valtozik meg, mikdzben 1 bar nyomadsra tagul.
Fejezziik ki tehdt a mélszdmot a van der Waals-egyenletbdl! Ehhez bontsuk fel a zardjeleket,
majd rendezziik az egyenletet az n hatvanyai szerint:

;—2n3 —%nz + @b+ RT)n—pV =0

Mint l4thatd, adott p, V és T esetén harmadfoku egyenletet kapunk az n-re. Ennek megoldasat
példaul az Internet segitésével hatdrozhatjuk meg.*

po = 1 bar nyomdson mér tekinthetjiik a levegdt idedlis gdznak, ezért a mélszambdl a Vo
névleges térfogatot az egyesitett gaztorvény alkalmazdsaval kapjuk meg:

_ nRT

° Po

A szamitdsokat V = 15 liter (0,015 m?) térfogatra, T'= 20 °C = 293 K homérsékletre és po =
1 bar = 10° Pa nyomasra végeztiik el. Az eredményeket néhdny p palacknyomds esetén a tiilol-
dali tablazat tartalmazza. A tablazatban feltiintettiik az idedlis gdzzal (Boyle-Mariotte torvény-
nyel) szamolt névleges térfogatot is, illetve a redlis gaz térfogatanak szazalékos eltérését az
idedlis gaz térfogatatol.

Lathatjuk, hogy 1 bar nyomdson a redlis €s idedlis gizra vonatkozé értékek gyakorlatilag
megegyeznek egymadssal, tehat megalapozott volt a feltételezésiink erre a nyomasra vonatko-
zdan.

nz) (V —nb) = nRT

! Névleges térfogatnak nevezziik a bezart levegd térfogatét 1 bar (10> Pa) nyomdson (és véltozatlan hdmérsékle-
ten).

2 Johannes Diderik van der Waals (1837-1923) Nobel-dijas holland fizikus 1873-ban irta fel a redlis gdzok visel-
kedésére vonatkoz6 kozelité egyenletet.

3 Lasd példaul:
https://www.researchgate.net/publication/343800529 Van der Waals-like State Equation for Atmosphere
A Wikipédia kissé eltéro értékeket ad meg (https://hu.wikipedia.org/wiki/Van der Waals-egyenlet), de ez nem
befolydsolja Iényegesen a kovetkeztetéseinket.

4 Lasd a dokumentum végén, a Fiiggelékben.
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p . Vo (liter)
(bar) n redlis realis idealis AvIvi%
1 0,62 | 15,016 | 15,000 0,107%
50 32,4 789 750 5,2%
100 67,4 1642 1500 9,5%
150 102,6 2499 2250 11,1%
200 134,4 3275 3000 9,2%
300 182,3 4441 4500 -1,3%
400 213,9 5210 6000 -13,2%

A 15 literes palackba zdrt levego névleges térfogata redlis és idedlis gdz esetén

1 AV/V;
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A palackba zdrt levego névleges térfogatdanak szdzalékos eltérése
az idedlis gdzzal szdmolt értékhez viszonyitva

A redlis és idedlis gaz térfogata kozti eltérést a nyomas fiiggvényében a fenti grafikon mu-
tatja be. Koriilbeliil 290 bar nyomasig tobb levegdt tartalmaz a palack, mint amennyit a buavarok
a Boyle-Mariotte torvény alapjan szamolnak. A maximalis eltérés 150 bar koriil kovetkezik be.
Még a szokasos 200 bar palacknyomads esetén is 9%-kal tobb leveg6 4ll a buvar rendelkezésére.
Ezutdn az eltérés csokken, majd 290 bar nyomdsndl gyakorlatilag megegyezik a kétféleképpen
szamolt térfogat. Nagyobb nyomdsokon egyre kisebb lesz a palackban 1év6 levegd névleges
térfogata az idedlis gdzéhoz képest. llyen értékekre azonban nem toltik fel a bivarpalackokat.

A redlis és idedlis gdzok kozotti eltérés nem befolydsolja a meriilések biztonsagét, mert a
buvarok nem a névleges térfogat, hanem a palacknyomds mérése alapjan figyelik a rendelkezé-
siikre 4116 levegdmennyiséget.
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Flggelék
1. A harmadfoku egyenlet megolddsa

A molszamra rendezett, harmadfoki van der Waals-egyenletet a WolframAlpha.com® segit-
ségével oldjuk meg, kiillonbozd p palacknyomasok esetén.

Adatok:
V =15 liter = 0,015 m? a = 0,150054 Jm?3/mol?
T=20°C=293 K b =3,55832-107 m?*/mol

R =8,314 J/mol/K
El6szor célszerti kiszamitani az egyenletben szerepld konstans egyiitthatok értékét:

ab/V ? =2,37307-107 J/mol® a/V = 10,0036 J/mol*
RT =2436,002 J/mol
Behelyettesitve az

ab a
an —Vnz +(@b+RT)n—pV =0

egyenletbe:
2,37307 - 1072n3 — 10,0036n% + (3,55832 - 10~>p + 2436,002)n — 0,015p = 0

adddik, ahol az egyes tagok mértékegysége: J.
p =200 bar = 200- 10° Pa nyomdsra péld4ul:

2,37307 - 1072n3 — 10,0036n2 + 3147,666n — 300000 = 0

Ezt az egyenletet a kovetkezd formdaban kell beirni a WolframAlpha egyenletmegoldgjéba:
solve {2.37307E-2x"3-10.0036x"2+3147.666x—-300000==0}

Ugyeljiink a tizedesvesszd helyett a tizedespont hasznalatéra!
AlnhAa
& WolframAlpha

solve {2.37307E-2x"3-10.0036x"2+3147.666x-300000==0} =

ffa Extended Keyboard % Upload i1 Examples >4 Random

nput Interpretation

solve  2.37307 1072 x" + x% + (- 10.0036) + 3147.666 x — 300000 = O

Results:

X = 134423
X = 143.562 - 270.989 i
X = 143.562 + 270.989 i

Megoldéasként n = 134,423 (mdl) adédik. A mésik két (komplex) gyok nem ad fizikailag
értelmezhetd értéket.

5 https://www.wolframalpha.com/calculators/equation-solver-calculator
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A gaztorvény felhaszndldsaval az 1 bar = 10° Pa nyomdshoz tartozé névleges térfogat:
Vo= nRT 134,423 -8,314-293
7 py 105

Mis nyomadsértékre hasonlé médon szamithatjuk ki a Vo névleges térfogatot.

= 3,275 (m?)

2. A szélséérték vizsgalata

Els6 pillantasra meglepOnek tlinhet, hogy a palacknyomds fiiggvényében maximumot kap-
tunk a redlis gz és az idedlis giz térfogatdnak hdnyadosara. De ne feledjiik, a palack térfogata
4llandd, a gdz mennyisége (moélszama) valtozik! Igy hasonlitottuk 6ssze egymadssal a hanyado-
sokat.

Hat4rozzuk meg a maximumhely és a maximum értékét!

Mivel a redlis gazok térfogatat csak nehézkesen tudjuk kiszdmitani, ezért a térfogat helyett
a nyomast fogjuk megvizsgalni a mélszam fiiggvényében. Adott mélszam €s hdmérséklet ese-
tén nagyobb nyomdashoz kisebb térfogat tartozik,® ezért a prediis/pidediis hdnyadosra minimumbhe-
lyet varunk. A minimumhely megegyezik a Viediis/Videaiis hdinyados maximumhelyével.

Fejezziik ki a redlis gdz nyomdsat a van der Waals-egyenletbodl:

_ nRT a ,
Pre=yv_—mw v2"
tovabba az idedlis gdz nyomdasat a gaztorvénybol:
__ nRT
Pi ="
Igy:
Dr ( nRT a 2) %4 %4 a 1 a
— = ——n = — n= — n
12 V—nb V2 nRT V —nb VRT 1 b VRT
Vezessiik be a konstans értékekre az A és B jelolést:
Ao b 3,55832-107° m*®/mol _ 237221 - 10~* 1/mol
VT 0,015 m? - /mo
3
. 0,150054 I
mol?
B = VRT = T = 0,00410656 1/mol
0,015m3 - 8,314 7—=-293K
K mol

Ellendrizziik a mértékegységeket!
A két nyomds hanyadosa tehat:

_br_ 1 _ — _ -1 _
f(n)_'pi_l—An Bn = (1-An) Bn

A fiiggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol a derivaltja 0. Az Gsszetett fiiggvény derivalasi
szabdlya alapjan:

ffM=-1-4n)"72-(-4)-B=0

6 Ez az Osszefliggés redlis gazokra is igaz (lasd példdul: https:/hu.wikipedia.org/wiki/Van der Waals-egyenlet).
A levegd kritikus hémérséklete 132 K, mi joval felette vizsgalédunk.
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Vagyis:
A

— ~  __B=0
(1 — 4n)?

Az egyenletet dtrendezve:
(1 Any? =2
—_ n — —
B

konnyen megkapjuk a megoldast:

1+./A/B

n = A

Behelyettesitve az A és a B értékét:
n; = 101,1537 mol
n, = 741,9408 mol

Az ni-hez tartoz6 nyomads a van der Waals-egyenlet alapjan:

nk? ? 2 1479b
= ——n° = ,9 bar
V—nb V2
Ekkora nyomds esetén adddik tehat a legnagyobb relativ eltérés a bezart levegd névleges térfo-
gatdban a redlis és idedlis gdz kozott. Itt van a AV/Vigeqis hdnyadosnak is maximuma.” A térfo-
gatokat az eddigi médon meghatarozva: AV/Vigeais = 11,07%. Ennyivel tobb levegd van a tar-
tdlyban, mint amennyit idedlis gazt feltételezve szdmolnank ki.

Pr

1,5 -

pr/pi
1,0 -
0,5 -
pr (bar)
O;O -+ r+ ¢ 1+t 1o r 11+ ¢+ 1+ v+ +r ¢ 1.1+ ¢+ 1 ¢+t 1.t 1 *+ 1ttt [ Tt T Tt T T 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

A palackba zdrt levego nyomdsdnak ardnya az idedlis gdzzal szamolt értékhez viszonyitva

" AVIVidgediis = (Vredtis — Videdtis) Videdtis = Vredtisl Videdatis — 1
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A derivélt mésik zérushelye n = 741,94 mdlndl kovetkezik be. A van der Waals-egyenlet
azonban csak addig érvényes, amig a V — nb tényez6 nagyobb mint 0, azaz V > nb. Az nb
ugyanis a részecskék sajat térfogatdnak az Osszege, ami nyilvan nem lehet nagyobb a tartdly
térfogatdndl. A feltétel alapjan: n < V/b = 421,547 mol. Ennél nagyobb moélszdmokra mér ér-
vénytelen az egyenlet. SOt, a 421 mélhoz kozeledve a részecskék egyre stirtibben helyezkednek
el a tartdlyban. Az anyag ilyen dallapota pedig semmiképpen sem tekinthetd gdznak. A
PredlislPideatis fuggvényre tehat egyetlen szélsdértékhelyet kaptunk, ami — mint lattuk, — mini-
mumhelynek felel meg.

Befejezésiil hatarozzuk meg azokat a moélszdmokat, melyeknél a stiritett levegd idedlis gaz-
ként viselkedik, azaz prediis/pidediis = 1:
pr 1

—Bn=1
pi 1—An "

Némi atalakitdssal:
ABn?> + An—Bn =0
adodik, vagyis:
n(ABnh+A—-B)=0
A két gyok:

Tl3=0

ng = TR = 178,0347 mol

A trividlis n3 = 0 esethez kozel all a 15 liter, 1 bar nyomasu levegd molszama (n = 0,6 mol),
tehat ismét megerdsitettiik, hogy ebben az allapotban a levegd j6 kozelitéssel idedlis gazként
viselkedik.

Az ns = 178 mol pedig megfelel annak a gdizmennyiségnek, amelyre a palackba zart levegd
névleges térfogata is ugyanakkordnak adédik a van der Waals-egyenlettel, mint a Boyle-
Mariotte torvénnyel (idedlis gazként) szdmolva. Az ehhez tartoz6 palacknyomds akdr a van der
Waals-egyenlet, akar pedig a gaztorvény alapjan: p = 289,1 bar.

Vessiik 0ssze a kapott értékeket a fenti két diagrammal!

Eredményeinket az aldbbi tablazatban foglaljuk dssze:

p (bar) n Vo (liter)
Ap/pi AV/V;
realis idedlis (mol) realis | idealis
147,9 164,3 101,15 | 2464 2218 -9,98% +11,09% | max. eltérés
289,1 289,1 178,03 | 4337 4337 0,00% 0,00% | azonos értékek
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